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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Cinématique et statique en petites déformations

Déplacement déformation

@ Le tenseur de déformation est la partie symétrique du gradient de déplacement

]
&y = 5 (Ui +u)

@ Champ cinématiquement admissible : u = u? sur 9Q,

@ Equations de compatibilité (ex : 6 composantes de déformation dérivent de 3
composantes de déplacement en coordonnées cartésiennes en 3D)

€122 +€2211 — 281212 =0 €1123+€2311 —€12,13 —€1312 =0
...et permutations circulaires, soit :
€inmEikEijhm = 0

avec gjx =0 si 2indices sont égaux
€jx =1 si permutation paire, =-1 si permutation impaire
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Cinématique et statique en petites déformations

Signification géomeétrique des termes du tenseur de
déformation

AT/V:TI’EN-Z:S/,' 'Y:2812
(1+ &) dx,
dxy
Y
e (+ &) dx, dx.
ax,

Les termes diagonaux dési-
gnent les allongements uni-
taires dans la direction des
axes

Les termes hors diagonale ca-
ractérisent les rotations rela-
tives des axes

@ Allongement unitaire dans la direction définie par n
8(n) = n.e.n=¢g;nin;
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Cinématique et statique en petites déformations

Contrainte

Forces de volume : f¢ dans le volume Q

Forces de surface : F9 sur la surface Q¢

Champ statiquement admissible :
e dans Q
divo+19=0 G+ 17 =0
e surdQQr
on=F* cjn; = Ff

Partie sphérique du tenseur de contrainte :
S= gtrace(g)Nl Sj=—

Déviateur associé au tenseur de contrainte :

S
§=0-S §;=0j— ?5,-,- trace(s) = sy =0
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Cinématique et statique en petites déformations

Signification physique des termes du tenseur de contrainte

X o .
%) 2 O, @ Les termes diagonaux
= O caractérisent les efforts normaux
aux facettes
.

@ Les termes hors diagonale
caractérisent les efforts de
X, cisaillement

@ Vecteur contrainte pour une facette de direction n
I(n)=o.n Ti = ojn
@ Contrainte normale sur la facette de direction n
To(n) =n.T = n.c.n=o;n;n;

@ Cisaillement dans une facette de direction n

T(n)=T-Tun Ti=4/T2—T2
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Efforts internes/externes

Travail des efforts intérieurs

@ Théoreme de Stokes pour une fonction scalaire f intégrée sur un volume €, n

étant la normale & of2
/ fav = / fndsS
Q 0

@ Travail des efforts intérieurs (champ de contraintes réel, champ de déplacement
cinématiquement admissible)

—V\/,-:/QG,-,'sjjdV:/Qc,-,-u,ﬂjdV

=/§2((00U§)7/—00,/U?) dV:/BQGUU§"/d3—AGU,jdeV
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Efforts internes/externes

Travail des efforts extérieurs

@ Travail des efforts extérieurs
W, = / 1‘,-du,’-dv+/ Ffulds
Q 0QF
@ avec W;+ W, =0, il vient :
dans Q:0j,+f =0  surdQf:o;n=F*

@ Ces relations sont indépendantes du matériau

@ On introduit une loi de comportement en posant des relations entre contraintes et
déformations
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Potentiel élastique, élasticité linéaire

Potentiel élastique

Le comportement, éventuellement non linéaire, est gouverné par un potentiel, qui sera défini par

sa densité volumique, dont la forme dépend de la variable choisie

@ Evolution entre deux états d’équilibre, avec g* =0, et g’ = dg, le potentiel
d'élasticité W(g) s’exprime, en élasticité linéaire :

e:Cie o=

@ Evolution entre deux états d'équilibre, avec €' = €, et 6* = do, le potentiel
d'élasticité complémentaire W*(c) s’exprime, en élasticité linéaire :

wi(o) = ; §:aﬂ

zz(;)

00 =g

@ W et W* convexes et dW 4 dW* = d(ojg))
W do; dok

o Et: =C; —=C
88,-jaskl aSk/ = aE,/ iy
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Potentiel élastique, élasticité linéaire

Elasticité linéaire

@ Elasticité linéaire (rigidité et souplesse) :

C = g 1€ Gj = C,‘/'k/{ik/
€= §ZG gj= S,'jk/Gk/

@ Relations de symétrie :
Cix = Cijik = Cjiws  Sjxt = Sjjix = Sjii

@ Relations «énergétiques» :
Cix = Cuij  Sjis = Skij
@ Anisotropie générale = 21 coeff ; orthotropie = 9 coeff ; symétrie cubique = 3
coeff ; matériau isotrope = 2 coefficients

@ Matériau isotrope :
s=2ue® o =3kgy
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Potentiel élastique, élasticité linéaire

Elasticité isotrope

Module de cisaillement u tel que T = uy

1 AV
Module de compressibilité K tel que p = 561/ = KT

Module de Young E tel que ¢ = E € en traction simple

Coefficient de Poisson v tel que €+ = —Vvg, en traction simple (€7, déformation
transverse, €;, déformation longitudinale)

Contrainte en fonction des déformations

o= 7\,TI‘§N/ +2ug Gj = 7\,8//5,] + 2ugj;

@ Déformations en fonction des contraintes
1+v 14+ \Y
e=—o0——-Tro/ gij = ——0Cjj— —€&;0j
< E ~ 2L if i Ojj
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Potentiel élastique, élasticité linéaire

Relations entre les coefficients d’élasticité

@ Expressions de A, u et ¥

Ev E
A= —————— u=—— 3K
(1+v)(1—2v) 1+v
@ Expressions de E etv
A
£ _ M(3A+2u) v
A+u 2(A+pu)

@ Typiquement :

va1/3  2u~3E/4 x=E

@ Caoutchouc :

va1/2  um~E/3 x>E
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Traction simple

@ Etat de contrainte uniaxial, de maniére générale ¢ = Gon® n; par exemple dans
un prisme d’axe x1, x; étant la direction de traction, et les faces latérales étant
libres :

6o 0 O
c=|0 0 0
0 0 O
@ Sila section vaut Sy, la force en direction xj est : F = 06¢Sp
@ Dans le repére xqx2x3, le tenseur de déformation s’écrit :
co/E 0 0
€= 0 —Voo/E 0
0 0 —VGo/E
@ Silalongueur est Ly, l'allongement en direction x; est : AL =¢Lg
@ La raideurdu prisme vaut R = F/AL = ESy /Ly

Georges Cailletaud (Centre des Matériaux/UMR 7633 ) MMS-Introduction 3 mars 2008 12/20



Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Cisaillement simple

1 @ Chargement purement
= déviatorique

\—‘l’ y @ Exemple du cisaillement pur dans
le plan xyx2

_<

0 1t O
c=(t 0 O
T 0 0 O

@ Rotation de /4

de]

Il
o o a
\

A
o

T=GC12 = 2UEr2
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Flexion circulaire

@ Une seule composante au tenseur de contrainte, mais non uniforme dans
'espace :

O11 (X3) 0

o= 0 0

0 0

o O O

Mxs .
@ Parexemple : 611 = 5 ou M est le moment de flexion autour de x», et

/= / xgdS est le moment d’inertie de la section droite par rapport a xo
s

@ Un prisme d’axe xy qui subit ce chargement présente une rotation relative des

sections caractérisée par un angle 0 tel que 0,; =

El
@ La déformation s’exprime en fonction de la courbure uz 11 par : €11 = —X3U3 11
@ Pour une section rectangulaire de hauteur h selon x3 et de largeur b selon x, :
bh3
I: —_—
12
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Torsion

@ Déplacements
Uy = —0X3Xo U =0X3X4 U3z3—= (X(I)(X1 ,Xg)
@ Contrainte

O13 =po(0,1 —x2) =uabz (1)
Oo3 = U0 2+ x1)=—uaB 1 (2)

—’:\ avec A¢Q=0 AO+2=0 O6=0surl
<_/ @ Moment de torsion :

M:/S(X1(523—X2613)ds

@ [ contour de la section

e @ Module de rigidité a la torsion :
@ Une génératrice

devient une hélice
D= 2‘11/ 0dxqdxo = M/OC
s
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Torsion, section circulaire

@ Pour un prisme circulaire de longueur L, et de rayon extérieur R : p = alL
@ En surface extérieure y = 2¢p, = aR
@ Contrainte de cisaillement T = uoir
1

@ 0 s’exprime simplement : 6 = E(H2 —x2—x2)
@ Une section perpendiculaire a x5 reste plane : ¢ =0
n(Rs — A)

2

@ Tube mince de rayon R et d'épaisseur e : D = 2uTeR® = M /o donc
T
oa=— = ,ett=
uR  2mueR® 2emR?

@ Tube derayonint Rjetderayonext Re: D=pu
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Coordonnées cylindriques

On se restreint aux exemples classiques pour lesquels :
- les déplacements sont portés par e,, u = ure,
- la seule force de volume éventuellement non nulle est f.e,.
@ Equilibre
Grr — Opo
Grr,rJFfﬁLfr:O

@ Déformation u
.
€ = Urr €gg = 7

soit : rége,r = €+ — €oo

@ Forces de volume nulles, rayon intérieur a, rayon extérieur b

B B
Grr:A_rj 666:A+rj

ur=Cr+D/r
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Cylindre sous pression

@ Tube sous pression, pression intérieure p;, pression extérieure pe
2 2
_ pia@ — peb

_ (bi — pe)a®b®
A=z BT 2

@ Cylindre plein (p; =0, a= 0, pe = p),
G = Opg = P

@ Pression interne (p; = p, a, b),

& b? s b?
Grr—4b2_az 1_f7 p Gee—bz_az 1+I’72 P

@ Tube mince sous pression interne p, rayon R, épaisseur e,

G, négligeable Ggg = pR/e
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Coordonnées sphériques

On se restreint aux exemples classiques pour lesquels :
- les déplacements sont portés par e,, U = ure,
- la seule force de volume éventuellement non nulle est f.¢g,.
@ Equilibre
Grr — OCop
Orrr +2f +f=0

@ Déformation u
.
Er = Urr €pg = 7

soit : régg,r = € — €go
@ Forces de volume nulles, rayon intérieur a, rayon extérieur b

2B B
cs,,:A—r—3 699:6¢¢:A+r—3
ur = CI’+D/r2
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Un (trés) bref mémo sur I'élasticité linéaire Etats de contrainte particuliers, solutions particuliéres

Sphére sous pression

@ Sphére sous pression, pression intérieure p;, pression extérieure pe

aPEp® o (= pe)dl
p— 3 2(b —ad)
@ Sphére pleine (p; =0, a=0, pe = p),
Grr = Gep = Opp = P

@ Pression interne (p; = p, a, b),

_a b® o a be
oA\ B)P T s \'Tas )P

@ Tube mince sous pression interne p, rayon R, épaisseur e,

o, négligeable Ggg = pR/2e

Georges Cailletaud (Centre des Matériaux/UMR 7633 ) MMS-Introduction

3 mars 2008

20/20



	 
	Un (très) bref mémo sur l'élasticité linéaire
	Cinématique et statique en petites déformations
	Efforts internes/externes
	Potentiel élastique, élasticité linéaire
	Etats de contrainte particuliers, solutions particulières


