Relations fondamentales de la dynamique des
milieux continus déformables



Lois universelles de la physique des milieux continus

e conservation de la masse

bilan de quantité de mouvement

bilan de moment cinétique

bilan d'énergie

bilan d'entropie
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0 Quantité de mouvement, moment cinétique
@ Conservation de la masse



Masse

On suit un ensemble de particules de masse dm contenue
initialement dans le volume dV en X € Qg

dm = po(X) dV

champ de masse volumique initiale.
L'élément de volume dV devient dv en x € Q; a 'instant t mais la
masse contenue dans dv est la méme, par définition du point
matériel

dm = p(x, t) dv

dm = po(X)dV = p(x, t) dv = Constante

masse totale

m(M):/Qopo(xw:/mp(x,t)dv
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@ Champ de vitesses



Vitesses

e Vitesse d'une particule en mouvement
d oL
V(X,t) = —¢(X,t)= —(X,t
—(fv ) dt (—7 ) at(—’ )

représentation matérielle/lagrangienne de la vitesse
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Vitesses

e Vitesse d'une particule en mouvement
d 0P
V(X,t)=—d(X,t) = —(X,t
—(fv ) dt (—7 ) at(—’ )
représentation matérielle/lagrangienne de la vitesse
e ('est aussi la vitesse instantanée de la particule se trouvant a
la position x a l'instant t
v(x,t) = V(o7 (x,t),t)

représentation spatiale/eulérienne de la vitesse
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o Quantité de mouvement, moment cinétique

@ Quantités de mouvement et d'accélération



Quantité de mouvement

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t

/ p(x, t)v(x,t)dv =
D:
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Quantité de mouvement

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t

/ p(x, v (x, ) dv = / pov (§(X., ), £) dV
D D,
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Quantité d’accélération

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t

A(D;) = p(x, t)v(x,t)dv

dt Jo,

d
= — | pX)NV(X,t)dV
dt Jp,

En I'absence de discontinuités,

Quantité de mouvement, moment cinétique 13/38



Quantité d’accélération

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t

d
A(D:) = e DP(Lt)!(l,t)dV
d

_ dt/p Po(X )V (X, ) dV

En 'absence de discontinuités

A(Dy) = /D Po(x)dd\: (X, 1) dV
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0 Quantité de mouvement, moment cinétique

@ Moments cinétique et dynamique



Moment cinétique

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t et un
point O de I'espace, fixe dans le référentiel R

OP Ap(x, t)v(x,t)dv
D¢

OP =x —xgo
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Moment dynamique

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t et un
point O de I'espace, fixe dans le référentiel R

9 OP A p(x, t)y (x. ) dv
dt Jp,
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Torseur dynamique

Soit Dy C Q; un sous—domaine matériel de M a l'instant t et un
point O de I'espace, fixe dans le référentiel R

« O
torseur dynamique pour le domaine D; :

d

{0,

/p(x,t)V(x,t)dv,d OP Ap(x,t)v(x,t)dv}
Dy dt Jp,
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© Equations de bilan global de la dynamique des milieux continus
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Relation fondamentale de la dynamique des milieux
continus

Torseur dynamique = Torseur des efforts appliqués (référentiel
galiléen)
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© Equations de bilan global de la dynamique des milieux continus

@ Un théoréme de transport



Un théoreme de transport

f(x,t) fonction tensorielle sur Q; continue dans sa représentation
spatiale/eulérienne, dérivable/t, Dy C Q; un domaine matériel

d
E D, p(lv t)f(la t) dv =
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Un théoreme de transport

f(x,t) fonction tensorielle sur Q; continue dans sa représentation
spatiale/eulérienne, dérivable/t, D; C Q; un domaine matériel

i/DtP(X,t)f(X,t)dv = jt/pt f(x,t)p(x, t)dv
- & Fex omexav
= [ RO Oox)av

= / F(x, t)p(x, t)dv
Ds

F(X,t):=f(P(X,t),t)
dérivée particulaire ou en suivant le mouvement :
d d of of

GeF X = A0, 1), 1) = Sy +

dt dt =fx.1)

Equations de bilan global de la dynamique des milieux continus 24/38



Un théoreme de transport

Formellement, pour un domaine matériel D;, on “dérive sous le
signe somme” (grace a la conservation de la masse)

d . ~=~ .
— pf dv = (fpdv+fpdv):/ pf dv
dt Jp, Dy Dy
autres formules de transports plus générales (Reynolds...)
Application au moment dynamique (en |'absence de
discontinuités...)

9 [ 0P Apudv={ OP Apady
dt Jp, D,
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© Représentation des efforts
o Efforts volumiques



Champs de forces
Il existe une

e une densité massique f (x, t) de forces

Rdist:/ pf(g,t)dv
Dy

Exemple : accélération de la pesanteur (unité N.kg=! =
m.s~2)

f .

hypothese simplificatrice : f ne d

[0}

[oS

pend pas du domaine D,
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Champs de forces
Il existe une

e une densité massique f (x, t) de forces
Rdist:/ pf(g,t)dv
Dy

Exemple : accélération de la pesanteur (unité N.kg=! =
-2
m.s— <)
f=g
hypothese simplificatrice : f ne dépend pas du domaine D;
e une densité massique de couples

M gt —/ (OP A pf + pm) dv
D¢

i.e. le moment des forces volumiques + des couples
volumiques intrinseques (électromagnétisme)
simplification : m =0
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© Représentation des efforts

@ Efforts surfaciques et de cohésion



Efforts surfaciques

e cfforts de contact sur
0Q;

RS“’f:/ t(x, 00, t) ds
00

vecteur densité
surfacique de forces /
vecteur—contrainte
(unité N.m=2)

0Q
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Efforts surfaciques

e efforts sur 0D; ?

0Q
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Efforts surfaciques

e efforts sur OD; ?
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Efforts surfaciques
e efforts surfaciques sur
0D,

R =/ t(x, 0D, t) ds
OD:

Le pari de remplacer les
efforts de champ a
courte distance par des
efforts surfaciques

oD e remplacer une action
non locale par une
action locale;
en pratique,
décroissance rapide des
forces de cohésion
(~ 10 atomes)
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Efforts surfaciques

e densité surfacique de forces
R = / t(x,0D;, 1) ds
D,
e densité surfacique de couples
My = /a (x—x o)t (x. 0D, 1) c

hypothése : pas de densité
surfacique de couples
intrinseque (milieu non polaire)
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© Représentation des efforts

@ Lois d'Euler du mouvement



Lois d’Euler du mouvement
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Lois

d

d
dt Jo, ™

P d
p” QtL A py dv

d’Euler du mouvement

_l’_

p&ﬁﬂmnw+/

0

t

OP A p(x,t)f (x,t)dv

t

S— 5—

OP At(x,00;,t)ds
Q:

S

e Elles s’appliquent a tout sous—domaine D; C ;.

e On a besoin des deux équations!

e Référentiel non galiléen :

Représentation des efforts

t(x, 00, t)ds

mettre les forces d'inertie dans f
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