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Eléments finis
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Exercice | Lien avec le calcul des variationsSoit p et q deux fonctions continues
(pour simplifier) suf0,1], et f € L2(0,1). On pose, pouu € C1(0,1)

1 1
J(u) = 5/0 {POYU(x)? +a(x) u()? — f(x)u(x) } dx,
et on considere le probleme
minimiserJ sous les conditions(0) = u(1) = 0.
1)  Pourve CY(0,1), v(0) = v(1) = 0, calculerd (u)v et écrire une condition nécessaire pour
qued ait un minimum eru. Interprétation ? Donner des conditions pwetq assurant I'existence

d’une solution (dans un cadre hilbertien), et montrer que cette solution réalise le minimum strict
deJ surH(0,1).

2)  En supposant les fonctionset q de class€?, écrire I'équation d’Euler du probléme.

Exercice Il Probléme mixte SoitQ un ouvert borné régulier de@?. On notel” la fron-
tiere deQ, et on suppose que=1T1UTl 2, avec med 1) > O (il s'agit de la mesure superficielle
surl, faire un dessin). Soit € L?(Q), et soitg € L%(I",).

On consideére le probleme, @est un paramétre réel :

—Au=f dansQ

Jdu
u=0surl, an +au=gsurl

1)  Donner la formulation variationnelle de ce probléme
2)  Donner une condition suffisante saupour que ce probléme ait une solution unique.

Exercice lll  Probleme de Dirichlet non-homogéne SoitQ un ouvert borné régu-
lier deR?, T son bord. Etant donngc L%(Q), g € HY(Q), on considére le probléme :

—Au=f dansQ
u=gr surl
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1)  Montrer comment on peut se ramener a un probléme de Dirichlet homogene. En donner
une formulation variationnelle.

2)  Ecrire un probléme de minimisation danest solution. On posetdy = {u€ HY(Q),ur =

g}
Exercice IV Quelques exemples en dimension 1

1) Inégalité de Poincaré
Démontrer I'inégalité de Poincaré en dimension 1 : il existe une constante0 telle que :

1 1
vVeHg(o,l),/ |f(x)|2dx§Cp/ [£/(x)|? dx
0 0

2)  Un probleme non—coercif

Soit L
a(u,v):/ X2U (X)V(x)dx,  pour(u,v) € H3(0,1).

0

Montrer qu’il n’existe pas de constarg > 0 telle que

1
a(u,u) > Cl/ |U/(x)|? dx, pour toutu € H&(0,1).
0

Exercice V Probléme de transmissionSoit Q un ouvert (borné, régulier) de?,
constitué de deux sous domairegset Q, séparés par une interfakze Q = Q; UZUQo.
Voici deux situations possibles :
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Soitk € L*(Q), on notek; la restriction de&k a Q;. On suppose qulg € CO(Qi), maisk peut
étre discontinu a traveis.
Posons
a(u,v) = /Q ki JuOvdx  pour(u,v) € H1(Q;)?

et
a(u,v) = az(u,v) +az(u,v) :/ kOuOvdx,  (u,v) € HY(Q)?
Q

Soit f € L?(Q), V = H(Q). On noteu la solution du probléme variationnel :

uev, a(u,v):/fvdx YWeV.
0
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1) Sous quelle hypothése ska-t'on existence et unicité de?

2) Soitue LZ(Q) etus, Uy ses restrictions 1, Q». Montrer que

up € Hl(Ql), U € HZ(Qz),
U = Up Surz.

ueHY(Q) < {
En choisissant dans la formulation variationnelie ¢; € C7(Q;), donner I'équation vérifiée par
Ui dansQ;.

. ou ou
3)  Enutilisant la formule de Green, montrer qqea—n1 = k26_r12 surz.



