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Éléments finis

M. Kern

PC 1

Exercice I Lien avec le calcul des variationsSoit p et q deux fonctions continues
(pour simplifier) sur]0,1[, et f ∈ L2(0,1). On pose, pouru∈C1(0,1)

J(u) =
1
2

Z 1

0

{
p(x)u′(x)2 +q(x)u(x)2− f (x)u(x)

}
dx,

et on considère le problème

minimiserJ sous les conditionsu(0) = u(1) = 0.

1) Pourv∈C1(0,1), v(0) = v(1) = 0, calculerJ′(u)v et écrire une condition nécessaire pour
queJ ait un minimum enu. Interprétation ? Donner des conditions surp etq assurant l’existence
d’une solution (dans un cadre hilbertien), et montrer que cette solution réalise le minimum strict
deJ surH1

0(0,1).

2) En supposant les fonctionsp etq de classeC1, écrire l’équation d’Euler du problème.

Exercice II Problème mixte Soit Ω un ouvert borné régulier deR2. On noteΓ la fron-
tière deΩ, et on suppose queΓ = Γ1∪Γ2, avec mes(Γ1) > 0 (il s’agit de la mesure superficielle
surΓ, faire un dessin). Soitf ∈ L2(Ω), et soitg∈ L2(Γ2).

On considère le problème, oùa est un paramètre réel : −∆u = f dansΩ

u = 0 surΓ1,
∂u
∂n

+au= g surΓ2

1) Donner la formulation variationnelle de ce problème

2) Donner une condition suffisante sura pour que ce problème ait une solution unique.

Exercice III Problème de Dirichlet non-homogène SoitΩ un ouvert borné régu-
lier deR2, Γ son bord. Étant donnéf ∈ L2(Ω), g∈ H1(Ω), on considère le problème :{

−∆u = f dansΩ
u = g|Γ surΓ
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1) Montrer comment on peut se ramener à un problème de Dirichlet homogène. En donner
une formulation variationnelle.

2) Écrire un problème de minimisation dontuest solution. On poseraH1
g = {u∈H1(Ω),u|Γ =

g}.

Exercice IV Quelques exemples en dimension 1

1) Inégalité de Poincaré
Démontrer l’inégalité de Poincaré en dimension 1 : il existe une constanteCP > 0 telle que :

∀v∈ H1
0(0,1),

Z 1

0
| f (x)|2 dx≤CP

Z 1

0

∣∣ f ′(x)
∣∣2 dx.

2) Un problème non–coercif
Soit

a(u,v) =
Z 1

0
x2u′(x)v′(x)dx, pour(u,v) ∈ H1

0(0,1).

Montrer qu’il n’existe pas de constanteC1 > 0 telle que

a(u,u)≥C1

Z 1

0

∣∣u′(x)∣∣2 dx, pour toutu∈ H1
0(0,1).

Exercice V Problème de transmissionSoit Ω un ouvert (borné, régulier) deR2,
constitué de deux sous domainesΩ1 et Ω2 séparés par une interfaceΣ : Ω = Ω1∪Σ∪Ω2.

Voici deux situations possibles :

Soit k∈ L∞(Ω), on noteki la restriction dek à Ωi . On suppose queki ∈C0(Ω̄i), maisk peut
être discontinu à traversΣ.
Posons

ai(u,v) =
Z

Ωi

ki∇u∇vdx pour(u,v) ∈ H1(Ωi)2

et
a(u,v) = a1(u,v)+a2(u,v) =

Z
Ω

k∇u∇vdx, (u,v) ∈ H1(Ω)2

Soit f ∈ L2(Ω), V = H1
0(Ω). On noteu la solution du problème variationnel :

u∈V, a(u,v) =
Z

Ω
f v dx ∀v∈V.
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1) Sous quelle hypothèse surk a-t’on existence et unicité deu?

2) Soitu∈ L2(Ω) etu1,u2 ses restrictions àΩ1,Ω2. Montrer que

u∈ H1(Ω)⇔

{
u1 ∈ H1(Ω1), u2 ∈ H2(Ω2),
u1 = u2 surΣ.

En choisissant dans la formulation variationnellev= ϕi ∈C∞
0 (Ωi), donner l’équation vérifiée par

ui dansΩi .

3) En utilisant la formule de Green, montrer quek1
∂u1

∂n
= k2

∂u2

∂n
surΣ.


